Kapitin prof. Jan GEBAUER:
Probléem vystrelu s planety na planetu.

Problém balisticky. (Dokonfeni

Mezi Useckami x,, x,; (D — x,), (D X,) jsou tedy poméry
X, R/ [Rp,+(D—R)p,]. D--x, D. Ry .
X D.(D—R,)p, "D—x;, (D—R).[Rp,+(D—R,n,

Nazveme-li (jako dosud jsme nazyvali) koncové body usecek x,, x
pismenami N’ N“, pak pro ¢tverinu bodu S, S,, N, N“ plati dvoj
pomeér

X, D—x; n, ( R, I
Xe D—x, p, LD—R,
W AT R G . Xg fis . (D= R, .
Bod N déli usecku S, S, v poméru 2 - 71
# D—x, e Ry
Ponévadz pak jest x, = R,, D —x, =D — R,, tedy plati
Xo % D — X, t ~o
D—x," X, o .

O todech na draze stiely (jez se pohybuje pousecce U,U,), v nich:
md dana strela stejnou energii kinetickou. Tazme se na usecku x onoho
bodu na draze dané strely, v némz tato stiela bude miti stejnou
kinetickou energii, jakou méla na pocatku svého pohybu v bode U,
Musi tedy byti v onom bodé v =V . V tomto pfipadé se rovnice 49
redukuje na tvar

o [ it P R, (1o ) +D i l V.o
D—x X D—R, R, R, (D —R,) 2
Srovname-li tuto rovnici s rovnici 50, vidime, ze se od ni lisi jen

¢lenem J na praveé strané rovnice 50. AvSak ¢len tento vymizi,
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je-li 'V, =0, kteryz pripad byl pravé reSen. Jest tedy patrno, zZe
vysledky pripadu predeslého plati téz pro bod, v ném?Z kineticka
energie strely jest rovna kinetické energii pocatecné.

Dosud jsme brali (v tomto a v predeslém pripadé) x, = R,, takze
bod N’ byl totozny s bodem U,. Pripad tento vSak muzZeme zevSe-
obeenéti. Integraci rovnice 48 nemusime provadéti od meze x = R,.
Postupujeme takto: TaZeme se, které integracni meze x;, x, musime
zavésti v integralu rovnice 47, aby integral tento se rovnal nule,
t. j. aby bylo ’

X X X

L ¢ - 'I" 2 o
X._.(L\ —\1‘1) x)Qd)\ /R SR (765

\ﬂl-ahh"\

X Xy X
Integraci obdrzime odtud
1 1 1
:"l‘xl"‘x‘_,]? l":(l)_'_xl =

cili :L,

X,.X; (D—X,).(D
co0Z muzeme psati ve tvaru
Xo D—x, _
D—x," x,
coz jest rovnice drive jiz odvozena pro pripad V, =0, v =0, kdy
" (D = “1)
t, (D—R,) + 1, R,
néji. Povéimneme-li si rovnice 73, sezname, ze znac¢i praci jednotky
limotné na drdze (x,—X,). Prace tato pak ma nulovou hodnotu.
Podle zdkona o zachovani energie, tedy strele, jez probéhla driahu
X, — X; nepribylo ani neubylo kinetické energie. Oznacime-li zase
N, N“ body na konci usefek x,, X,, pak ma stirela v obou téchto
bodech stejnou kinetickou energii, tedy téz stejnou rvchlost v. Do-
speli jsme tedy k vysledku:

« (T2

jest x; =R,, x,=D . Vztah tento plati tedy obec-

Ke kaidému bodu N’ na iuseéce U,U, prislusi jiny bod N*, jenz
spolu s bodem N’ a gravitacnimi ceniry S,,S, tvofi ¢tverinu bodi, pro
kterou plati dvojpomér 72. Stfela letici po tiseéce U, U, md v obou bodech
N, N“ stejnou rychlost v.

Jaka jest souradnice x onoho bodu N’= N“ jenz odpovida zde
sam sobé? Obdrzime ji z dvojpoméru 72, dosadime-li v ném za x, =
X, = X. Dostaneme pak rovnici

't"l — JL'-’_., ‘;8

% D—g¥ " Tree RS (
jejiz. koreny jsou X,, X,, dané vzorci 39, 40’. Koreny X,, X, pFislu-
seji bodum N,, N,, v nichz za predpokladu platnosti rovnice g =
g, —g, jest g =0, jak jsme byli drive odvodili. Ponévadz bod N,
nelezi na usecce U, U,, pro niz jediné plati rovnice g =g, — g,, ma
pro ¥eSeni problému vyznam jen bod N,. V bodé N jest g =0, v bodé
N, jest g =0, v bodé N” jest g< 0. Body N’, N” lezi po obou stra-
nach bodu N,.

—>
Na drdaze N‘N, stiela kond praci, ponévadz se pohybuje proti
sméru vysledné gravitacni sily g.m, jez na ni pusobi. PotFebnou
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energii pro vykon této prace cerpa strela ze zasoby své energie
kinetické. Velikost této prace jest

X X, X;
_— . ( . _— o o i B .
L'=m \ (g, g,) dx = m . \ < dx _\(D e dx |,
X4 Xy X,

3 R S tne (1 1
zbux.u-m)“ﬁx”my

Dosadime-li do tohoto vzorce za X,, D — X, vyrazy 39, 41, ob-
drzime po upraveé

¢ili

L'=m| |

M) l ;‘11-—-3\'1 l pjl;

e PP S o

D.x,(D—x,)

Znaménko ,—" nasvédcéuje tomu, Ze pri tomto pohybu byla energie
spotiebovana.

L'=—m

— >

Na dalsi draze N, N“ plsobi na stfelu vysledné gravitaéni pri
rychleni g ve sméru jejiho pohybu, tudiz kinetické energie strely
bude pfibyvati a pribude ji na dréaze N, N” o

Xa Xa Xo
u 5 = MR 1 09 W
E%— m\ (g, —g.) dx = m \ \ < dx _\(I) = .\')gd'\J
X3 X, X,
¢ili i 1 1 | T e
.L—m”WD—&_DMx’“WM_xﬂ'"””

Dosadime-li sem zase za X, z rovnice 72

_ e D (,9 ,_,;\,1,),,, bol
. i"x M, gy, S % R, (R
a za X, z rovnice 39, obdrzime po uprave

=

{4 = m : (D — X)) 1 —X, | 3'1 !"; 1 X be— (D —x,) l}i_ljl-;
Dx, ‘ DD —x,)
¢ili [“ = m - J’(!) e XL) l li‘l:rxlkl 'Il"_'l— — —1f
Dx, (D—x,)

Energie kinetickd, je: stiele pfibude na drdze N, N = (x, — X, ) jest
rovna kinetické energii, kterou stiela spotfebuje na drdze N'N, = (X, — x, ),

AvSak energie L’ kterou strela spotfebovava na draze N‘'N,
musi byti z néfeho Cerpana. Predpokladame, ze jedinym fondem,
z néhoz muze byti cerpana, jest kinetickd energie, kterou uvazo-

. o g i » y - N
vana stiela jesSté méla, kdyZ proletovala bodem N', t. j. energie = - v*.

: B s i s 7
Je-li 5 -v® > — L' je strela vybavena dostatecnym fondem
kinetické energie, aby dospéla az do bodu nulového prirychleni N,
v némz ji pak jesté zbude kinetickd energie
m v* = o
2 ’1"4‘*‘2'\m-
V bodé N, bude rychlost stfely minimélni v,, a jeji velikost jest
o . :
vm:‘\"’T'”'l:‘ --..---...(7()
m
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Polozime-li bod N* az do usti déla U, pak jest v =V, x, = R,.
Dosadime-li do vzorce T4 za x, — R, a pak odtud za L. do rovnice

76, obdrzime vzorec pro minimalni rychlost v,

v ' V.2 2 'l)_“l)l'."l ’7“1['.“‘~ (77
m — v = 4 = 5 R W
‘ ¢ D.R,(D—R,)

Ze vzorce 77 je patrno, ze minimalni rychlost v, je realna jen
tehdy, méla-li stirela pocatecénou rychlost

Plati-li v tomto vztahu znaménko rovnosti, pak jest v,

Vv . l j']) “VI‘I!'. _“ll:":[:
4+ " D. Ry (D— R;

naci tedy nejmensi pocatecnou rychlost, nutnou aby strela na sve
draze dospéla az do bodu N,, v némz se vyvazuji ucinky gravitac-
nich sil, jimiz obé telesa 1. 11 na strelu plasobi. Ma-li stiela tuto
pocateénou rychlost V,.,, dospéje do bodu N, s rychlosti v, = 0,
utkvi v ném v rovinovaze labilni. Méla-li pocateénou rychlost i jen
o malo mensi. nedospeje «z do bodu N, a bulde hvézdou | zase pri-
tazena zpét. Je-li jeji pocateéna rychlost i jen o malo vétsi nez V..
proleti uvazovana strela bodem N, s rychlosti v, >0 a bude pak
pritazena hvezdou I1.

(h7

Vzorec 57° jest identicky se vzorcem 57, ktery jsme byli jiz dvive
odvodili jinym zpuasobem. Identita obou vzorcu je nejlépe patrna ze
vzorce 5D, z néhoz byl vzoree 57 odvozen.”)

Vypoétéeme vzorec pro minimdlni rychlost dopadu, s niz by strela,
vriena s hvézdy I, dopadla na hvézdu 1.

Hledana minimalni rychlost dopadu odpovida minimalni po-
cateéné rychlosti V., (viz 57). Dosadime-li tedy do vzorce 49 za
Vo=V, ze vzorce 57 a za x = D — R,, obdrzime

\ ‘ "'|l“ “-l:;“: ot l]:.-l’ l ::} ' ""(h ll:.*ll:,);‘

Muzeme vsak odvoditi jednodussi vzorec pro minimalni rych-
lost dopadu v na hvézdu I1. Dospéjeme kK nému touto uvahou:

Stirela vrzena z bodu U, =N’ pocatecnou rychlost: V., (57
m. Vg~

spotirebuje vi&ecku zasobu své pocatecné Kinetické energie e

-L‘, kterou pri vystrelu obdrzela, pravé na praci, jiz vykona vy-
stupem na draze N‘N,, nebot” dospéje do bodu N, s rychlosti (skoro)

>
nulovou. Na dalsi jeji draze N, U, vzrusta kineticka energie strely

: _omv? i » ”
od nuly az k hodnoté —;—, se kterouz energii dopadne stirela na
povrch hvézdy 11, t. j. do vzdalenosti R, od gravitacniho centra 8,
této hveézdy. Velikost této kinetické energie vypocteme podobné jako
jsme byli vypocetli prirustek Kinetické energie L” (str. 84), jen
s tim rozdilem, Ze za integracni mez x, polozime D — R..

Minimalni rychlosti v jsou pocitany (v) v prikladech 10, 11, 12, 13, 14, 15.
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Pak dostaneme z rovnice 75
m v* 1 1 1 1
- m - [, ‘ - . ] 1y ' =]
2 “\R, D=—X, D—R, X,
a dosadime-li sem za X,, D — X, ze vzorcu 39, 41, obdrzime

A 1t [ Py l:’l o
> D

S D—R " By
tedy

2 — = v ‘ C P

: \ P -1 R, + 1, (D R.,)
v 1
|{.:ll)— “‘:'

Srovnejme tento vzorec 78 se vzorcem 5, davajicim meznou
pocatecni rychlost V., pri niz na draze stirely jesté existuje realny
bod, v nétmz ma strela nulovou rychlost. PiSeme-1i ve vyraze 5D
misto oznaceni V,, R,, 1t,, 1, korespondujici oznaceni v, R., 1L, Ity,
obdrzime z ného rovnici platnou pro meznou rychlost v =\ ., strely

>
vrzené s télesa I1 smérem U, U,, kdy na draze této strely jesté
existuje realny bod, v némz uvazovand strela ma rychlost nulovou.
Rovnice, kierou takto dostaneme, bude pak identickou s prave od-
vozenym vyrazem 78 pro minimalni rychlost dopadu stiely vrzené
s hvézdy 1 na hvézdu II.

To plyne téz z jednoduché uvahy, ze stirele, jez pada z bodu N,
na hvézdu II (nebo I), pri tomto pohybu pribude pravé tolik kine-
tické energie, kolik by ji ona strela spotrebovala, aby vystoupila
s povrchu hvézdy II (nebo 1) az do bodu N,.

Vzorec 49 muzeme psati ve tvaru

" " "

IR; © D—R; P

V tomto vyraze zavedme pro funkei oznaceni

D =S X
Pak jest
o]
R,

tedy

Derivovanim obdrzime
d?(x
dx

d* % (x) dg d*g

Dalsi derivace . . =5
! uf dx® dx ' dx”

jakoz 1 prubéh vysled
neho gravitacniho priryvehleni g jsme jiz uvazovali na str. 625 —626%)
tohoto pojednini. Na zakladé téchto uvah muzeme si nyvni graficky
znazorniti zavislost ¢tverce rychlosti v¥ na pocatecné rychlosti V,
a na okamzité vzdalenosti x uvazované stiely od gravitadniho
centra S, hvézdy 1. Takove grafické znazornéni ukazuje obr. 7

Vojenske Rozhledy, rot. TIL 1922
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Jeho jednotlivé

krivky jsou vuéi

‘ sobé posunutiy o dél-
‘ ku ¥i—v. ve sméru
’ osy v? jez jest kol-

* ma na ose X, jdouci
i centry S,, S,.
152 Priklad 24.: Mini-

malni poéateéni rych-
losti V., 11075
| km/sek strely vriené
se zemé po primce

LZ T et

|

— >
U, U,, odpovidd mini-
madlni rychlost dopadu
v — 2:2967 km/sek uva-
Obr.7 Zovanéstrely namésic.
o Naopak minimdlni po-
¢atecni rychlosti V, = 22967 km/sek stiely, jei byla vriena s mésice po

primce U, U:. odpovidd minimdlni rychlost dopadu této stiely na zemé-
kouli v — 11075 km/sek.
Vypocet doby letu stiely.
Ze vzorce 49 plyne
1/ s

oE 4 e
Vo — Bl — 3% 2
p e D_—R, ' n,l+

|t P
X T D—x]

Zname-li veli¢iny ., 11,, R,, D daného systému dvou hvezd I, II
a je-li dana téz poCateind rychlost V, stiely vrzené s povrchu (R,)
>
hvézdy I v primce U, U,, pak zname vyraz

1L 1

vyt S YO0 [ LN DR o i
~ ) = ~ 4
% R, D —R, '

iejz jsme zde oznacili — 2+ ve shodé s vyrazem 51.

V daném pripadé, ktery prave uvazujeme, jest tedy v konstantou
prislusnou dané pocateéné rychlosti V, a danému systému dvou

hvézd 1, 11, kdyz draha stiely leZi na piimece S, S,.

o 4 dx : 2
Okamzita rychlost strely v = co derivace drahy x — R, podle

dt
casu t jest pak dana vzorcem
\’:(lX: .“__’3”"‘2 o Ity
dt L X D—x
z néhoz ihned plyne
dx
dt = + — 3
5 [t (D —x)+4 :IJS
X(D—x) S
C¢ili
 x(D—x) R
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nebo kone&né a1, 0, E e )
x (D —x)
dt:~/r T -ax L. .. (79
- 1‘2[.‘4“{+x(:12—:11— (D) + 1, D] :

Pod odmocninou ve jmenovateli tohoto vzorce jest zde vyraz,
jenZ je kvadraticky v proménné x a je shodny s levou stranou rov-
nice 50”. Koreny této rovnice jsme oznacovali x,;, X,.

Jest tedy

XXy —p, — YD)+ D=v. (x —x,) . (X — X,),

takze differencial 79 muZeme psati ve tvaru

dt = + ]

Integraci této differencialni rovnice dostaneme dobu letu stiely.
Polozme pocatek c¢asu t =0 do okamziku, kdy uvazZovana strela
opousti usti déla U, na povrchu hvézdy I (kdy jest x = R,). Hledame
Cas t, jenZ uplyne od tototo okamziku t =0 aZz po okamZik, v némz
je uvazZovan4 strela ve vzdalenosti x od gravitatniho centra hvézdy I.

Integraci v téchto me'li('h tedy obdrzime

t~—\ L8 - e o . 7160

R,
Diskussi koreni x,, X, jsme v tomto pojednani jiz byli provedli.
Dovodili jsme, Ze koFeny x;, X, jsou realné ruzné, je-li poéatecna
rychlost strely bud

L e

DR,

" 12 b n—n i
\‘0/\0'2:'| T ]/x (

D R,
Je-li pocateéna rychlost V, v mezich 1"\(1110.~tmh0 mtc-l vallu
\'0‘1 < \'ll / "0‘2’
pak kofeny x,, x, jsou komplexné& sdruZené.
Koneéné ve dvou vyjimecnych pripadech, kdyZ jest bud V, =
Vi, nebo Vo= V.., jsou oba kofeny realné a stejné, x, = x,
Integrdl 80 jest fesitelny v uzaviené formé jen ve vynmecnych pri-
padech. Pomineme-li pfipad D — 0, jenz nemd vyznamu, pak jsou resitelny
tyto pripady:
a) x,=x,, t. j. kdyz V,=V.,, nebo V,=V ., Tehdy obdrzime
X
' Jx.D—%)
b= \I2D—X) 40 L e
Jx—x,).)/2¢
R,
kteryz integral dovedeme rozresSiti. Jeho FeSeni bude dale podano.
b) Je-li bud x, = D, nebo x, = D. PonévadZ oba tyto pripady maji
pro reseni integralu 80 tyz obecny vyznam, zabyvejme se jen jednim
z nich, na pi. pripadem x, = D. Tu dostaneme integral

nebo H




jejz rovnéz umime rozresiti. 1 tohoto pripadu si dale povsimmneme.
V' pripadé obeeném, kdy koreny x,, x, jsou ruzné, at realné, nebo
komplexné sdruzené, nedovedeme rozie&iti integralu 80.
V tomto obeeném pripadé muzeme uvazovany integral 80 sub-
stituci
X
s 4 s 5 % ¢ oo @ W F 4w (O
X — X,
prevesti na tvar zdanlivée jednodussi, v némz ve jmenovateli pod
odmocninou jest jen linearni funkce argumentu z.
Dosadime-li totiz do vyrazu 80 ze substituce 83 za
) ) Al o ) dx
=4 ] dx —x,'“,' 1,2
obdrzime po uprave
Z
it \ & 1/ z[z(D —x,) — D]
JRy (z —1)* z.(X; —X,) + X,
7y

dz

\viak ani tohoto integrialu nedovedeme rozresiti.*)

Omezime se proto jen na studium pripadu, jez byly vyse vytéeny
sub a) a b).

Ad. a): Jest vyresiti integral

Substituci

podle niz jest

= Pt e i B e DR
14 7 1+ z%)°

prevedeme tento integral ihmed na integral z funkce racionalne.
Dostaneme totiz

A

2D* [ A }
Lo \ T dz I 153
T TR o e p——m—

“1
\vsak v tomto pripadé jest bud x, =x, =X,, nebo x, =x, = X,,
kdez vzdalenosti X, X, jsou dany vzorci 394 40, jak jsme jiz drive
byli dokazali. Pripad a), ktery pravé uvazujeme, rozslépuje se nam tedy
na dva pripady:
2) Bud jest x, = x,
3) Nebo jest x, = x, = X,

= L i Vo=V

Vyresme postupné oba tyto pripady.
Ad. 2): Polozime x;, — X,. Integral 85 pak nabyva tvaru

2D | 7
F2¢ ) (14 2z**.[z* (D —X,;)—X,]

Zy

dz . . & » (8O

Me znalosti se zde omezuji na obsah dila prof. Petra: Pocet integralni,
1915, v nemz neni zminky ¢ reseni integralu z irraciondlné funkee tohoto druhu.
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Tu jest D — X, ~ 0. Oznacme
5=
D—X;
Pak jmenovatel zlomku za integracnim znaménkem v integralu 85
muzeme psati ve tvaru
14222 22 (D—X,) — X, ]=(D — Ny). (22 41)2.[ 22 —

- P £ wodowm s % elD

i D—X,).(2
Cili
14227, [22(D—X,) — X,
Raciondalnou funkei
7
(142%)*.[z*(D—X;) — X,
rozlozme nyni v soutet zlomku
7 o _ . M z+ N, | Myz+N,

1 + 292, [22D — X, X " D—=X, lz+a ' z—a 2+ | 22+ 17
Veliciny A, A,, M,, N, M,, N, v ¢itatelich téchto zlomku jsou kon-
stanty, jez urcime z identity
z?=A (z—a)lz?4- 12+ A.(z+a)(z*+1 24+ (M, z+ N, F—a?) 2+ 1)+ (Msz+Ny) . (22237
7. této identity plyne Sest rovnic pro Sest neznamych hodnot kon-
stant A, Ay, M, N, M,, N,. Jsou to rovnice:

L. Ay + Ag + M; =0,
II. a (A, —A,) + N, 0,
IIT. 2(A; 4 Ay)— M, (a® 1]
IV. 2a (A, — A;)— N, (a*—1)+ N,
V. LA, + (M, 4-M,) .a% =0,
VI. .\: A, 721‘.\',~%\:\:, 0.
, i . . ., 1+4a® ] "
Z rovnic I, VL. plyne N, = N, —» .cozdosazeno do rovnice IV, di
’ a® ; a
N, T35 N W A, —. ;
1 + a*)* : ar : ar

Z rovnic I, 111, V plyne
Tedy jest

Integral 85" rovna se tedy souctu integralu
VA
D2 \ 2 2D?
2 1 + 2%

4y

D

g — A
-2 2(1 +a?)?
2 '\ 1 1 dzd
X)¥2+ J 2+ a
7y

. ; 7 . dz ) .
Pouzijeme-li vzorce 15 pro integral \ L obdrzime integraci vy
Al 27"
Zy
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razu 87 (v némz ostatni integraly jsou znamé integraly logarithmu
resp. arc tangenty) rovnici
Z

a ‘ Z—a
- . r S

1 +:a® z+ a
Zy

zZ
—‘Jnurctgz, f —— - arctgz .. (88
1+ z?

Dosadime-li do této rovnice ze substituce 84 za meze

zZ= | E Zy = l i
D—x D—x,’

X,
D —X,
vrzené 8 povrchu (R,) hvézdy I do vzdalenosti x od gravitaéniho

resp. za a — (viz 86), obdrzime pro dobu letu t strely,

—
stfedu S; smérem 5, S, ke hvézdé II, vzorec

(o515 (o )

=4 1 ll\.\[)*\,
o= o) (1o
D —x [)— D—R, I)—
= ==
L'X,.{:n'(-u:l ) X ;-—.n'('t;.l [) l(, ] + I'x (D—x)— VR, (D—R,) 4
+ l)l.u( tg /I) —arctg “ “ ' ........ &R
Je-li D>X, =2x>R, >0,
pak jest tez

V tomto pripadé tedy jest

(yyi\ LD )HDR1MU&M)J

5> ) fe
Ln_x+ D—\ |D,(,ln—x
logarithmus tohoto zlomku je tedy zaporny.

Zvétsuje-li se x<X, az se stane x = X, pak se tento zlomek
stane rovny nule a jeho logarithmus bude rovny — oo.

Abychom vyrazem 88 obdrzeli dobu letu t ¢itanou kladné,
musime v ném vziti znaménko ,—".

Pro x = X, jest z=a. Z obou vzorcu 88, 88 je ziejmo, Ze v tomto
pripadé dostaneme pro dobu letu stiely s povrchu hvézdy I. az do
bodu N, ve vzdalenosti X,, v némzZ jest vysledna gravitace g =0,
hodnotu t = oo.

Aby strela vriend pocdteénou rychlosti V., s hvéezdy 1. po spojnici

S S gravitaénich stfedit dvou hvézd I, 11 dospéla do bodu N, v némz
se gravitaéni sily obou hvézd vyvazuji, potiebovala by k tomu doby ne-
kone¢né dlouhé. Podobné by v tomto pripadé uvaiovand stfelu potfebo-
vala nekoneéné dlouhé doby, aby z bodu N, zase spadla bud na hvézdu
I nebo na hvézdu II. Vysledek tento, ‘|en/ na prvy pohled ponékud
prekvapuje, pochopime spiSe, uvazime-li, Ze stiela, jez byla s télesa 1
vrzena rychlosti V,., dospiva do bodu N, s rychlosti v,, =0 a v tomto
bodé na ni nepusobi zadna sila (g = 0).
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Vzorec 88 muzeme téz psati ve tvaru
'l;:,# ’3: ) *\_\_)
- pae ‘ —
=1 ll\' =% 1g UD=X_ I D \ D “1 DX ,

6,

Vs Vo2 - (-2
- p—x+ I'o=x; D—X, | D—R,

X nl) e ‘ :
+(D—2X,) ‘dl(tp{‘ T— = +Vx(D—x)— VR, D—R, |
). Budiz xp=x; =Xy L. J. Vo=V
Tu mame reSiti integral

Tim uvazovany integral pro dobu letu t nabude tvaru
Z
’D' \ z° dz

(. & [)\12'.\'1—%—7) /~+a-

t=TF

Racionalnou lomenou funkei
(1.
rozloZzme v soucet zlomku
z? _M;z+N,  M,z+
(1+2%%.(z°+a% 2z +1
v nichz veli¢iny .\I,, N,;; M,, N,; M,, N, jsou konstanty, jezZ urcime
z identity
(M,z 4+ N,) (22 +1) (z* +a%)+(Myz+N,) (z>+a?)+ (M,z+N,) . (z°+1)*=z?,
ktera ma platiti pro kazdé z. Proto koéfficienty u kazdé mocniny
zo (i=0,1,...,5 vtéto identité musi byti rovny nule, takze ob-
drzime Sest rovnic pro Sest konstant M,, N,, M, N, M, N, jez
mame urdciti.

+7

Jsou to rovnice
M, +M,=0; M, (1+a* N M,+2M,=0; M,a*+M,a*+ M, =
N —T—;\.‘ 0; N L(14a?) + N b 2N, =0; N;a*+ N,a*+ N, =
Z prvych tri rovnic plyne ihned
M, =M, =M, =0
Ze zbyvajicich t¥i rovnic pak snadno obdrzime
: a® - 1 : a’
M= e m e NS g
Plati tedy rovnost az 1 a’
z> B (a*—1)2 a?—1 - (a —1)'
(14 2%)°%.(z*>+ a?) 14 z° (142z%% a?+z®




cili
z* | ’ d’l 1 _lm“l )_ |
(142z3%.(z%+4a?%. a?—1 |la?—1\142z* a* 14 ‘{' (14222
a

Pomoci tohoto rozkladu rozresime integral

. ~ % : 3
z* dz 1 a2 dz 1 ‘ ' a ' | dz
l\14.7‘r9_zr,:|c —ar—1lar—1 \T_v_f/ a .\] -‘_,'~’ ‘.\‘]’i“/-??
g 1 7

1
5 arctg z
t 7.'-')|'
Jest tedy
z* dz 1 ¢ 7
= ——— -lta®*+ 1)arc tg z — 2a arc tg — (a? .
\‘] C 2. (2 Lad) STt — 1) l< + 1) arc tg e tg - 1 1)

Doba, které potirebuje strela vrzena pocatecnou rychlosti V.,
vzorec D9) s povrchu (R,) hvézdy I po spojnici gravitaénich stredu
>

2 ” ’ : : A4
S, S, na hvézdu II, aby dospéla do vzdalenosti x =D - i .
2 ¥ 22
viz 84) od gravitacniho stredu S; hvézdy 1, jest tedy dana vyrazem
/4 7
2 D? : z*. dz D? .
i 2 \ =— (a*+ Darctg z-
Xe—D)V2y J(+292.(22+ a?) X.—D).(a?2—1)?)2vy
% %
zZ 5 Z
2a arc tg — (a*— 1) = W o G g 90
a 1 4+ z*

Dosadime-li do tohoto vyrazu za a® z rovnice 86‘, obdrzime po upraveée

X;s—D 2X,—D a X, X. D
{ = - . clarctg z arc tg z;) — =< ( arctg z
V2~ X +D X,—D Xa
X.—D D z Zy | .
arc tg z - — . - — coeoe L (B0
PG 15 } X, ] Xe— D ‘I T | : )

Pouzijeme-li pak drive jiz odvozenych vztahu 42, 40, 60, muzeme
dosaditi za

=2l R JE (6T |E _D_ I
iy — TV Xo— D T X 1 Xo—D i
1, D3
2X;—D_ Vui+Vie Xo—D 2
X—D  2Vp,—1In V2 [Vies— Vi)
takze vysetrovana doba letu stiely t pak bude dana vzorcem
l e D3 - o . “
2 w4 ita 1 n
t e ‘ l‘,’, l'_; s(arctgz - arctg z,) ;’l L":u'ct,ux‘ <.
Wiy —Viwl® [ 2V, — Vi, Mo Iy
4 — P—
s Vo, — Vo =z z;
_arctgz, || *2- - o . (807
ire tg z l“, Trm [I ps: l»]~zl‘, (
X

Dosadime-li sem konené ze substituce 84 zpét za z til D =

R,

Z, = | —2—, obdriime vyraz
A I K, T




lﬁ;—. D* o
] 2“ ‘1‘1‘-"[!"_1 ( ‘ £ l—nli
t=—- — —— - larctg || m—— —arcitg ————l +
“ By — Vl‘:]u 2"1‘1 = l e D—x D—R
Ar__ | I S =
8 /ﬂ_n( e | S . —— B X
o l | D —Ryr . FE | D P

+ “#—Zgllfn, D—R, —VxD—x]
“ll‘z

Podle rovnic 29 znali zde p, =g,.R,% 1, =g,.R,% pri temz
g,, g, jsou intensity gravitacnich poli obou uvazovanych hvézd na
jejich povrchu, t. j. ve vzdalenostech R,, resp. R, od jejich stiedu
S,, resp. S,. Dale jest D=8, S,. x jest proménnd vzdalenost strely
od gravitaéniho stiedu S, hvézdy 1. Vzorec 90 udava nam dobu
letu t stiely vrZené pocéateénou rychlosti

2[Ry, | =R
Vo = ‘ 2 H m(D—R,) | R,
D [} R, D — R,
s povrchu (U,, R,) hvézdy I, kteréz doby st¥ela potFebuje, aby dospéla
g
do vzdalenosti x na primce U, S,, po niZ jest vrzena.
Vzorec 90 udava tuto dobu pro pripad, kdy jest p, +p,. Je-li
i, = i1, = 1t pak z ného obdrzime

0
t = ———"—-[2(arctgz —arctgz,) —2 (arctgz —arctgz,)| = i

tedy hodnotu neuré¢itou.

Je-li p, + 1, x=D pak ze vzorce 90 dostaneme vyraz pro
dobu letu strely s povrchu hvézdy 1 az do stiedu hvézdy I1. PrFi
tom bychom ovSem museli pfedpokladati, Ze hmota hvézdy II je
viechna soustfedéna v jejim stiedu S, a nekladla by tedy (na polo-
méru R,) zddnych prekazek strele letici ku stiedu S,. Dostali bychom

e DY

s e —— — d pu—
— —2 i Vljll + V{}: X ‘; —aretg l l(._’ & l Ty
V?‘: = Vi‘izlg 2, — “1__' < D —R, BT
¢ — — — =
ta Ry ) py— Ve yr—————
— arc ™ ETHC] T 1 ) - M w3 om e e )
—arc tg l w D — R, - DV VR, (1 R, ; ("

Strela vrzena s povrchu (U,, R,) hvézdy I (p,, R,) polatecnou

-~
rychlosti V,., po spojnici gravit. center S, S, dopadne na povrh
(U; R,) hvézdy II, t. j. do vzdéalenosti x = D — R, od gravit. stfedu S,,
za dobu

l p, D*
: .

= D Gl ( -m-t;!l |3j”i;'—‘u'vt' l o '—
Vi, — Vil [2Vis— Vi T
4 4

J / — . -]
—2 l i:—’: (:\rn‘ tg l s 1'{;’) l—{—g;_,]—‘i — arc lgl i ’;)’ ljf'“—l-,
Vi —Vis
D Vi,
Pristupme k rozboru pripadu b, kdy jest bud x, = D, nebo x, =D
a kdy jest (jak jiz bylo odvozeno) doba letu stiely ddana integralem (82)
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X

- X
= \\ - ~dx
JT 2H(X — %a)

R,
Ma-li byti x, = D, pak plyne z prvé rovnice 65
[rD— (1, — 1)) = [y D+ (1 — w)* — 47D,
tody AeDyp, = 47D (r, — i)
:"1 1"1 —— :l-_'-

le zFejmo, ze v tomto pripadé musi byti p, = 0.
Ma-li byti x, = D, obdrzime z druhé rovnice 65 stejnym zpuso-
bem, Ze téZ musi byt p, = 0.
To viak znamena, ze hvézda 11 nema zadné pritazlivosti, nema
zadného gravitacniho pole, tedy fysikalné ,neexistuje’.
1

Ponévadz soucin korenu x,.x., ma byti x,.x, = ‘”' D, tedy
v pripadé, kdy jest jeden koren rovny D musi byti druhym kofenem
" 1
tloJe-li x, = D, jest x, = 'Y a naopak.
D" e li x, jest x, p & naop 1k
Vyraz pro dobu letu strely pak nabude tvaru
X X
X X
t—;\l dx = \l, - dx.
JIF 2Y(x; —X) JI2p, —27x
R, R,
Podle rovnice 51 jest viak pro p, =0
Al, — 'lll o \'n- s g,l I{] o \'“_'
R, 2 2

Oznacme zase, jako jsme byli oznacili v ivahach o vrhu v gra-
vitacnim poli jediné hvézdy (3)

Voi—2g, R, = —2y=A.
Pak tedy jest
X
t \ X ~dx.
$ '..’}‘., i AX
R,

Dospéli jsme tedy vskutku kK témuz integralu pro dobu letu
stiely, ktery jsme byli jiz diive vyresili (vzorec 4') v ivaze o ,,svislém*
vrhu v gravitaénim poli jediné hveézdy.

>

Priklad 25 : Stiela byla vriena se zemé (viz obr.4) po ptimce U, S,
pocdteénou rychlosti V, = 11'117 km[sek =V .,.

a) Za jakou dobu dospéje tato stiela do vzddlenosti X, = 345670 km
od stredu zemského?

Pocitejme na pi. podle vzorce 90.

. X [ R, [ x,
Dosadime do ného za z = ‘ - By = l —— a= ‘ =
D% B— R,
ze vzorea 84, 86, pii ¢emzZ polozime x = X,.
Dale jest R, = 63774 km, D = 384390 km, X, — 432890 km a% =
8'9256, z® = 89273, Y =1, = 0-81882.

‘2
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D* =

Vypocteme, ze jest lg . ‘ PHTR6E
(X, — D) (a*—1)*12+,
y . - 7 %
Oznacme arctgz=2Z, arctgz, =z,, arctg z, arctg . x
Jest tedy 1gz — lgtg 2 = 0047536, jemuz odpovida = — 71" 29 20" ¢il
¢ = 257370, lgarctgz = lgarecZ = 009613.
Ponévadz jest lg (a® -+ 1) = 099675, obdrzime (a” + 1). arctg
= 12:385.
. . Z ° ] - . g =0y
Dile jest lg = lgtg = 000004, cemuz odpovida z "0 10
; a
] i“ z L) > > )
1620107; lg arctg =lgarcx 189512, Ponevadz pak jest lg Za
i
-~y . . 7 IR
077630, dostavame diale 2a arctg AHES
a
Dale vypocteme, Ze jest (a® —1 | = 2°3804.
T 247
Tak jsme obdrzeli
. , V/ " A aQr L2032
(a® + 1) arc tg z — 2a arc tg (a* — 1 | - = 12385 16932
a A
2:3854 = 5°306.
Stejnym postupem vyresime: z,” — 0001687, lgz, = lgtg, = 1'11357
Jemu prislusi Y 70 24 2 = 26642", lg arc tg z, lg are Z,
1°111113; (a* 4 1).arcig z, = 1:28200.
D4 7 . D AANOT 3 g A8 0 D090 9
ale jest g i lg tg =z, = 263825, jemuz odpovida =, 2020 2
Z - % Z g
8962“; 2a arctg ~ ' = 0:25961; (a® 1 L 1:01235.
i I o s
Tak jest
i ) arctgz, 2a arc tg - (a* 1) “1 = 1°282 025961
i L -+ %;
1701235 = 0°01004.
Ze vzorce 90 pak obdrzime
D* s s ”
i = R : <0306 — 001 200720 =ek
Xo—D) (a®*—1)* V27,
cili
t 2 dny 7 hodin 45 minut 20 vierin.
>

b) Za jakou dobu doleti uvazovand strela na mésic ?

Pocitame-li hledanou dobu opét poroct vzoree 90, pozméni
oproti prede&lému prikladu jen hodnota trojclenn

> 7 7
(a=+ 1) arctgz 2a arc tg i |
i |
v némz nyni bude
D 1%
7 , ledy z 21981
It
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Oznacime zase £ = arctgz, o = arc tg:l'. Stejnym zpusobem, jako
<

v prikladé predeslém (a), vypocteme, Ze jest
= 86" 8 30" = 310110“, « = T8 36 25" = 282985"

carctgz — 017708 lgarctg ; — 013734

lg (a® 4+ 1) = 0199675 1g 2a = 077635
~ P A G980 : Z ST E
lg 14922 = 1717383 1g 81977 = 0'91369; (a2 — 1) - e 053215
Tak jest
’ Z 5 Z -
a”+ l)arctgz—2aarctg N — (a*—1) {52 14922 — 81977
— 0°53215 = 6:19215
D* . . =
W . = - 16°19215 — 0°01004] = 234305 sek
(X,—D) (a® —1)2 12+,
t 2 dny 17 hodin 5 minut 5 vterin.
Muzeme srovnati dobu t = 200720 sek, kterou jsme obdrzeli
v prikladé 25 a s dobou t — 206110 sek, kterou jsme dostali v pri-
klade 8d. Obé doby jsou poditany pro stejnou drahu strely X, — Ry,
pri stejné pocatecné rychlosti stiely V., 11-117 km/sek. Vlivem

gravitace mésice se  doba letu stiely v tomto pripadé zkrati
0 0390 vterin, t. j. o 1 hodinu 29 minut 50 vterin.

OPRAVY.

Oprava chyby v prvé ¢asti tohoto pojednani (Vojenske Rozhledy, 111, ¢islo 11,
strana 56d):

V radku 6. shora ve vysledku (= 12108 sek) ma byti = 12399 sek; v dusledku
toho pak ma byti v radku 7. shora ,.t =3 hodiny 26 minut 39 vterin“ a v radku
10. shora 4,0 18 minut 9 vterin®. )

V radku 12. zdola ma byti .t = 13821 sek =3 hodiny 50 minut 21 vterin®.

V 1. ¢isle ro¢, IV. na strance 29, mezi druhym a tretim fadkem shora ma
byti obrazek 6. ktery byl vynechan.

| A

|
|

O0br. 6.

Autor.
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